Пояснительная  записка
Рабочая учебная программа курса разработана на основе авторской программы Карповой Ирины Викторовны, доцента кафедры алгебры и МПМ ДВГГУ.

Современное развитие российского общества поставило перед школой задачу воспитания личности, которая могла бы самостоятельно и критически мыслить, сопоставлять и анализировать факты, находить различные варианты решения возникающих проблем, выбирать из них оптимальные, учитывая различные условия и конкретные ситуации.

В свете этих тенденций изменяется приоритет математического образования, которое на современном этапе рассматривается как процесс становления личности человека посредством овладения им основами математических знаний.
Умение составлять комбинации по определенным признакам и классифицировать их, лежит в основе разнообразнейших сфер человеческой деятельности. Поэтому вариативность – качество необходимое людям различных специальностей: учителю, составляющему расписание уроков; менеджеру; конструктору, биологу, химику и др. Вариативность играет важную роль и в творчестве.
При решении комбинаторных задач человек учится рассуждать четко, логично, последовательно. А в нашу эпоху ускоренного роста науки и техники, автоматизации и компьютеризации способность мыслить логично, формально, точно становится одним из необходимых признаков научной и деловой культуры.

В настоящее время становится очевидной универсальность вероятностно-статистических законов, они стали основой описания научной картины мира. Современная физика, химия, биология, демография, лингвистика, философия, весь комплекс социально-экономических наук развиваются на вероятносто-статистической базе.


Ребенок в своей жизни ежедневно сталкивается с вероятностными ситуациями, ведь игра и азарт составляют существенную часть его жизни. Круг вопросов, связанных с осознанием соотношения понятий вероятности и достоверности, проблемой выбора наилучшего из нескольких вариантов решения, оценкой степени риска и шансов на успех, представлением о справедливости и несправедливости в играх и в реальных жизненных коллизиях – все это находится в сфере реальных интересов становления и саморазвития личности. 

При изучении элементов комбинаторики теории вероятностей обогащаются представления учащихся о современной картине мира и методах его исследования.


Все вышесказанное, на наш взгляд, обусловливает необходимость знакомства ребенка с теоретико-вероятностными закономерностями.


Элективный курс «Элементы комбинаторики и теории вероятностей» может быть предложим учащимся 8 классов. Курс рассчитан на 34 часа (17 часов – элементы комбинаторики, 17 – элементы теории вероятностей). Занятия можно проводить в течение года по 1 часу в неделю (перовое полугодие – «Элементы комбинаторики; второе – «Элементы теории вероятностей») Программа предполагает знакомство учащихся с основными принципами и соединениями комбинаторики, с классическим, статистическим и геометрическим определениями вероятности, а также с алгоритмами решения комбинаторных и теоретико-вероятностных задач.
Цели курса
1) Познакомить учащихся с методами решения задач дискретной математики.
2) Познакомить учащихся с теоретико-вероятностными закономерностями, играющими важную роль в формировании их мировоззрения.
Задачи курса

1) Рассмотреть основной понятийный аппарат вычислительной комбинаторики.

2) Дать понятие комбинаторной задачи и научить решать вычислительные комбинаторные задачи.

3) Познакомить учащихся с основным понятийным аппаратом теории вероятностей. 
4) Научить определять вероятность событий в классической схеме испытаний.

5) Показать возможность применения комбинаторики для решения вероятностных задач.
Требования к уровню усвоения содержания курса


В результате освоения программы курса учащиеся должны знать:

· формулировки основных комбинаторных принципов: принципа суммы и принципа произведения;

· понятие выборки и характера выборки;

· определения основных комбинаторных соединений: размещений, перестановок, сочетаний с повторениями и без повторений и формулы для подсчета числа этих соединений;

· алгоритм решения комбинаторной задачи;

· основные понятия теории вероятностей: испытание, исход испытания, пространство элементарных событий, случайное, достоверное, невозможное события, совместные и несовместные события;

· условия классической схемы испытаний и определение вероятности события в классической схеме испытаний;

· определение относительной частоты появления события и статистической вероятности;

· определение геометрической вероятности.

В процессе изучения курса учащиеся должны пробрести умения:
· по характеру выборки определять вид комбинаторного соединения; 
· по условию конкретной задачи определять необходимость применения того или другого комбинаторного принципа;

· решать различные вычислительные комбинаторные задачи в соответствии с алгоритмом и, если это необходимо, творчески перерабатывать имеющийся алгоритм для решения конкретной задачи;

· определять все возможные исходы испытания, совместность и несовместность событий;

· решать теоретико-вероятностные задачи на вычисление вероятности в классической схеме испытаний;

· применять аппарат комбинаторики при решении теоретико-вероятностных задач;

· вычислять относительную частоту появления события;

· при решении задач пользоваться определением геометрической вероятности.
Методы обучения  

В процессе изучения данного курса предполагается использование различных методов активизации познавательной деятельности школьников, а также различных форм организации их самостоятельной работы.

Курс состоит из 15 разделов. Учитель, в зависимости от уровня подготовки учащихся, уровня сложности изучаемого материала и восприятия его школьниками, может взять для изучения не все темы, увеличив при этом количество часов на изучение других. Учитель также может изменить уровень сложности представленного материала.

Учебно-тематический план курса
	№
	Тема занятия
	Количество часов

	
	
	Всего
	Теория
	Практика

	1.
	Элементы теории множеств
	2
	1
	1

	2. 
	Основные комбинаторные принципы
	1
	1
	

	3.
	Основные комбинаторные соединения: размещения, перестановки, сочетания                          
	1
	1
	

	4.
	Классификация основных комбинаторных соединений по характеру выборки
	2
	1
	1

	5.
	Классификация комбинаторных задач. Решение простых комбинаторных задач
	4
	1
	3

	6.
	Решение сложных комбинаторных задач
	5
	
	5

	7.
	Нахождение конфигураций элементов, обладающей заранее заданными свойствами.
	1
	
	1

	8.
	Заключительное занятие. Самостоятельная работа по решению комбинаторных задач
	1
	
	1

	
	Итого
	17
	5
	12

	9. 
	Основные понятия теории вероятностей
	1
	1
	

	10.
	Понятие события. Классификация событий
	2
	1
	1

	11.
	Частота абсолютная и относительная. Статистическое определение вероятности.
	2
	1
	1

	12
	Классическая схема испытаний. Определение вероятности в классической схеме испытаний
	2
	1
	1

	13.
	Вычисление вероятности в КСИ
	2
	
	2

	14.
	Применение комбинаторики к решению вероятностных задач.
	4
	
	4

	15.
	Геометрическое определение  вероятности
	2
	1
	1

	16.
	Аксиоматическое определение вероятности
	1
	1
	

	17
	Заключительное занятие Самостоятельная работа по решению вероятностных задач
	1
	
	1

	
	Итого 
	17
	6
	11

	
	Итого
	34
	11
	23


КАЛЕНДАРНО-ТЕМАТИЧЕСКИЙ ПЛАН
	№
	тема урока
	Дата проведения

	
	
	план
	кор
	факт

	1
	Понятия конечного множества пересечения, объединения, дополнения множеств, выборки с повторениями и без повторений, упорядоченной и неупорядоченной.
	4.09
	
	

	2
	Решение задач на определение характера выборки, нахождение пересечения, объединения, дополнения множеств.
	11.09

	
	

	3
	Понятие комбинаторной задачи. Принципы суммы и произведения, их сравнительный анализ. Примеры решения задач с использованием комбинаторных принципов
	18.09
	
	

	4
	Определить основные комбинаторные соединения: размещения, перестановки, сочетания. Привести примеры комбинаторных соединений.
	25.09
	
	

	5
	Составить схему классификации комбинаторных соединений по характеру выборки, включающую формулы для подсчета их числа. 
	2.10
	
	

	6
	Составить схему классификации комбинаторных соединений по характеру выборки, включающую формулы для подсчета их числа. 
	9.10
	
	

	7
	Классифицировать комбинаторные задачи по необходимости применения для их решения комбинаторных принципов. Составить алгоритм решения простой комбинаторной задачи.
	16.10
	
	

	8
	Решение простых комбинаторных задач 
	23.10
	
	

	9
	Решение простых комбинаторных задач 
	30.10
	
	

	10
	Решение простых комбинаторных задач 
	13.11
	
	

	11
	Составление алгоритма решения сложной комбинаторной задачи.
	20.11
	
	

	12
	Решение сложных комбинаторных задач.
	27.11
	
	

	13
	Решение сложных комбинаторных задач.
	4.12
	
	

	14
	Составление различных комбинаторных задач и их решение
	11.12
	
	

	15
	Составление различных комбинаторных задач и их решение
	18.12
	
	

	16
	Решение задач на нахождение конфигураций элементов, обладающих заранее заданными свойствами
	25.12
	
	

	17
	Самостоятельная работа по решению комбинаторных задач
	15.01
	
	

	18
	Описать круг вопросов, которыми занимается теория вероятностей.

Познакомить с основными понятиями теории вероятностей: испытание, исход испытания, пространство элементарных событий (ПЭС).
	22.01
	
	

	19
	Случайно Случайное, достоверное и невозможное  события на теоретико-вероятностном и теоретико-множественном  языках.
	29.01
	
	

	20
	Совместные и несовместные события. Решение задач на определение совместности и несовместности событий.
	5.02
	
	

	21
	Понятие относительной частоты наступления события в данной серии опытов. Устойчивость относительной частоты события.
	12.02
	
	

	22
	Опытно-экспериментальная работа по выявлению свойства устойчивости относительной частоты появления события. Статистическое определение вероятности.
	19.02
	
	

	23
	Условия классической схемы испытаний (КСИ). 
	26.02
	
	

	24
	Примеры испытаний, удовлетворяющих и неудовлетворяющих классической схеме испытаний. Определение вероятности в КСИ.
	5.03
	
	

	25
	Алгоритм вычисления вероятности в КСИ.
	12.03
	
	

	26
	Решение задач на вычисление вероятности в КСИ
	19.03
	
	

	27
	
Актуализация схемы классификации и алгоритмов решения комбинаторных задач. Нахождение числа точек в ПЭС и числа благоприятствующих исходов
	2.04
	
	

	28
	Решение вероятностных задач с применением комбинаторики.
	9.04
	
	

	29
	Решение вероятностных задач с применением комбинаторики. 
	16.04
	
	

	30
	Составление теоретико-вероятностных задач и их решение
	23.04
	
	

	31
	Испытания с бесконечным числом исходов. Геометрическое определение вероятности.
	30.04
	
	

	32
	Решение задач на вычисление вероятности
	7.05
	
	

	33
	Познакомить учащихся с аксиоматикой теории вероятностей. Показать, что все сформулированные ранее определения вероятности удовлетворяют аксиоматике.
	14.05
	
	

	34
	Самостоятельная работа по решению вероятностных задач
	21.05
	
	


Содержание
1.  Элементы теории множеств (2ч.)

Урок 1. Понятия конечного множества пересечения, объединения, дополнения множеств, выборки с повторениями и без повторений, упорядоченной и неупорядоченной.

Урок 2.  Решение задач на определение характера выборки, нахождение пересечения, объединения, дополнения множеств.
2. Основные комбинаторные принципы (1ч.)

Понятие комбинаторной задачи. Принципы суммы и произведения, их сравнительный анализ. Примеры решения задач с использованием комбинаторных принципов

3. Основные комбинаторные соединения (1ч.)

Определить основные комбинаторные соединения: размещения, перестановки, сочетания. Привести примеры комбинаторных соединений.

4.  Классификация основных комбинаторных соединений по характеру выборки (2ч.)

Составить схему классификации комбинаторных соединений по характеру выборки, включающую формулы для подсчета их числа. 
5.  Классификация комбинаторных задач. Решение простых комбинаторных задач (4ч.)

Урок 1.  Классифицировать комбинаторные задачи по необходимости применения для их решения комбинаторных принципов. Составить алгоритм решения простой комбинаторной задачи.

Урок 2, 3,4. Решение простых комбинаторных задач 

6. Решение сложных комбинаторных задач (5ч.)

Урок 1. Составление алгоритма решения сложной комбинаторной задачи.

Урок 2-3. Решение сложных комбинаторных задач.

Урок 4-5. Составление различных комбинаторных задач и их решение

7. Нахождение конфигураций элементов, обладающей заранее заданными свойствами (1ч.)

Решение задач на нахождение конфигураций элементов, обладающих заранее заданными свойствами

8. Заключительное занятие (1ч.)
Самостоятельная работа по решению комбинаторных задач

9.  Основные понятия теории вероятностей (1ч.)
Описать круг вопросов, которыми занимается теория вероятностей.

Познакомить с основными понятиями теории вероятностей: испытание, исход испытания, пространство элементарных событий (ПЭС).
10. Понятие события. Классификация событий (2ч.)

Урок 1. Случайное, достоверное и невозможное  события на теоретико-вероятностном и теоретико-множественном  языках.

Урок 2. Совместные и несовместные события. Решение задач на определение совместности и несовместности событий.

11. Частота абсолютная и относительная. Статистическое определение вероятности. (2ч.)

Урок 1. Понятие относительной частоты наступления события в данной серии опытов. Устойчивость относительной частоты события.
Урок 2. Опытно-экспериментальная работа по выявлению свойства устойчивости относительной частоты появления события. Статистическое определение вероятности.
12. Классическая схема испытаний. Определение вероятности в классической схеме испытаний (2ч.)

Урок 1. Условия классической схемы испытаний (КСИ). 
Урок 2. Примеры испытаний, удовлетворяющих и неудовлетворяющих классической схеме испытаний. Определение вероятности в КСИ.

13. Вычисление вероятности в КСИ (2ч.)

Урок 1. Алгоритм вычисления вероятности в КСИ.

Урок 2. Решение задач на вычисление вероятности в КСИ

14. Применение комбинаторики к решению вероятностных задач (4ч.)
Урок 1. Актуализация схемы классификации и алгоритмов решения комбинаторных задач. Нахождение числа точек в ПЭС и числа благоприятствующих исходов
Урок 2-3. Решение вероятностных задач с применением комбинаторики. 

Урок 4. Составление теоретико-вероятностных задач и их решение.

15. Геометрическое определение  вероятности (2ч.)
Урок 1.  Испытания с бесконечным числом исходов. Геометрическое определение вероятности.

Урок 2.   Решение задач на вычисление вероятности.
16. Аксиоматическое определение вероятности (1ч.)

Познакомить учащихся с аксиоматикой теории вероятностей. Показать, что все сформулированные ранее определения вероятности удовлетворяют аксиоматике.

17. Заключительное занятие (1ч.)

Самостоятельная работа по решению вероятностных задач.
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Тема 1.   Элементы теории множеств
На первом уроке, прежде чем непосредственно переходить к теории множеств, учитель определяет круг вопросов, которые рассматриваются в разделе «Комбинаторика». 

Человеку часто приходится иметь дело с задачами, в которых нужно подсчитать число всех возможных способов расположения некоторых предметов (элементов некоторого множества) или число всех возможных способов осуществления некоторого действия. Например:

Сколькими способами можно расположить 50 человек в очереди в кассу за билетами в кино? 
Сколькими способами могут быть распределены  золотая, серебряная и бронзовая медали на чемпионате Европы по футболу?
Задачи такого типа называются комбинаторными.


С комбинаторными вычислениями приходится иметь дело представителям многих специальностей: 
- ученому-химику при рассмотрении различных возможных типов связи атомов и молекулах;

- биологу при изучении различных возможных последовательностей чередования аминокислот в белковых соединениях;

- конструктору вычислительных машин;

- агроному, рассматривающему различные возможные способы посевов на нескольких участках;

- диспетчеру при составлении графика движения. 
Комбинаторные соображения лежат в основе решения многих задач теории вероятностей – важного раздела современной математики, посвященного изучению случайных явлений.
В первом приближении можно сказать, что комбинаторика изучает способы выборки, расположения предметов, свойства различных конфигураций, которые можно образовать из некоторых элементов и дает формулы для подсчета числа всевозможных конфигураций, полученных из элементов некоторого конечного множества. В нашем курсе мы будем в основном рассматривать вопросы «вычислительной «комбинаторики».

После выполнения задания учитель переходит непосредственно  к вопросам теории множеств.

Обратить внимание учащихся на то, что понятие «множество» является неопределяемым понятием математики. Строго математического определение этого понятия дать нельзя.

В дальнейшем любую совокупность элементов произвольного рода, обладающих некоторым общим свойством,  мы будем называть множеством.

По числу элементов множества можно разбить на два больших класса: конечные и бесконечные множества (привести примеры конечных и бесконечных множеств). 

Можно ввести основные операции над множествами: пересечение, объединение, дополнения множеств (если учащиеся готовы).
В дальнейшем мы будем рассматривать только конечные множества, т.е. множества состоящие из конечного числа элементов, в частности, если множество состоит из n элементов, то будем называть его для краткости n- множеством.


Некоторая совокупность элементов данного n - множества называется выборкой. Число элементов в выборке называется длиной выборки.


Пример 1. Пусть дано множество Х – множество цифр, т.е.  
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Это множество состоит из 10 элементов. Любой набор цифр, состоящий, например, из 4 цифр будет являться выборкой длины 4.
Замечание. Некоторую совокупность элементов из данного конечного множества можно выбирать по-разному: 

1) если при составлении выборки учитывается порядок следования элементов в выборке, тогда выборка называется упорядоченной; если же при составлении выборки не учитывается порядок следования элементов в ней, то выборка называется неупорядоченной;
2) если при составлении выборки в нее может быть включен один и тот же элемент множества несколько раз, то выборка называется выборкой с повторениями; если же элементы множества входят в выборку только по одному разу, то выборка называется выборкой без повторений.
Пример 2. Пусть дано множество Х – множество цифр, т.е.  
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. Составить из цифр пятизначное число, цифры в котором не повторяются.

 Этим пятизначным числом может быть, например, число 54321. Переставим цифры в данном числе, например, так 45321, в результате получим другое число (другую выборку). Таким образом, при изменении порядка следования элементов в выборке, изменяется сама выборка, поэтому каждое пятизначное число является упорядоченной выборкой. Так как оба составленных числа не имеют в своем составе одинаковых цифр, то обе эти выборки являются выборками без повторений. Однако пятизначное число, например,  554331 является упорядоченной выборкой, но с повторениями.


Пример 3. Пусть имеются  открытки 6 видов. Составить из этих открыток набор, состоящий из 4 открыток.


Каждый набор из 4 открыток будет являться выборкой. Если мы поменяем в наборе местами две открытки, то от этого набор открыток не измениться, т.е. выборка останется прежней. Таким образом, при изменении порядка следования элементов в выборке выборка не меняется, следовательно, в данном случае выборка неупорядоченная. Если в составленном наборе будут одинаковые открытки, то он будет выборкой с повторениями, если же все открытки в наборе будут различными, то набор будет являться выборкой без повторений.
Замечание. Набор свойств, которыми обладает выборка (упорядоченность, неупорядоченность, с повторениями или без повторений) будем называть характером выборки. Установление характера выборки очень важно для решения комбинаторной задачи.
Далее целесообразно дать учащимся задание на определение характера выборки.

Тема 2. Основные комбинаторные принципы
Начать занятие целесообразно с определения комбинаторной задачи 

Комбинаторная задача – задача, в которой нужно ответить на вопрос: скольким числом способов из данного конечного множества можно выбрать совокупность элементов, обладающих  некоторым свойством?

Далее ученикам можно предложить задание: определить является ли сформулированная задача комбинаторной:
1. Сколько различных слов, состоящих из 5 букв можно составить из слова букв «комбинаторика»?

2. Определить число корней уравнения  х2 - 3х + 5.

3. Найти всевозможные расположения 10 точек на 5 отрезках, при котором на каждом отрезке лежат по 4 точки.

Перейти к формулировке основных комбинаторных принципов


Рассмотрим два основных комбинаторных принципа (правила), которые часто применяются при комбинаторных расчетах. Перед тем как формулировать первый принцип рассмотрим задачу.


Задача 1. Из города А в город В можно добраться поездом, автобусом, самолетом, теплоходом; из города В в город С можно добраться теплоходом и автобусом. Сколькими способами можно осуществить путешествие по маршруту город А – город В – город С?


Решение. Если вид транспорта от А до В уже выбран (один из четырёх) то от В до С можно добраться двумя вилами транспорта. Так как добраться из А в В можно на четырех видах транспорта, то очевидно, что из А в С можно добраться 4*2=8 способами. 


Соображения, которые были приведены при решении задачи 1, могут быть сформулированы в общем виде следующим образом:


Принцип произведения (Пр П) Если элемент х из множества Х может быть выбран m способами и после каждого такого выбора элемент y из множества Y может быть выбран n способами, то элементы x и y могут бать выбраны 
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способами.


Мы сформулировали принцип произведения для двух множеств, но он может быть обобщен на любое конечное число множеств:


Пр П: Если элемент 
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из множества Х1 может быть выбран m1 способами, и после каждого такого выбора элемент 
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из множества Х2 может быть выбран m2 способами, и после каждого такого выбора элемент 
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из множества Х3 может быть выбран m3 способами,…, и после каждого такого выбора элемент 
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 могут быть выбраны 
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Таким образом, если в задаче происходит выбор нескольких элементов из нескольких множеств, причем выбор сначала одного элемента, затем ещё одного, после этого следующего элемента и т.д., то для подсчета числа выборов одновременно всех элементов, нужно применить принцип произведения.

Задача 2. Сколько четырёхзначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, если: а) цифры в числе не повторяются; б) цифры могут повторяться; в) цифры могут повторяться, но числа должны быть нечетными.


Решение. а) Первой цифрой числа может быть одна из пять цифр 1, 2, 3, 4, 5 (0 не может быть первой цифрой, потому что в таком случае число четырехзначным не будет). Если первая цифра уже выбрана, то вторая может быть выбрана 5 способами (та цифра, которую поставили на первое место, уже не может быть выбрана на второе место, т.к. по условию цифры в числе не должны повторяться). После того как первая и вторая цифра выбраны, третью можно выбрать 4 способами (из первоначального множества исключаем цифры, стоящие на первом и втором местах); четвертую – 3. Тогда согласно принципу произведения общее число способов равно: 
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б) Рассуждаем аналогично: первой цифрой может быть одна из цифр 1, 2, 3, 4, 5 (5 возможностей); так как цифры в числе могут повторяться, то для каждой из следующих цифр имеем 6 возможностей (0, 1, 2, 3, 4, 5). Следовательно, число искомых чисел равно 
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в) Выбор первых трех цифр числа в данном случае происходит таким же образом, как и в пункте б). После того как первые три цифры выбраны, четвертую цифру можно выбрать только 3 способами (из цифр 1, 3, 5, так как число должно быть нечетным). Тогда общее число нечетных чисел, цифры в которых могут повторяться равно 
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Ответ: а) можно составить 300 четырехзначных чисел, цифры в которых не повторяются; б) можно составить 1080 четырехзначных чисел, цифры в которых могут повторяться; в) можно составить 540 нечетных четырехзначных чисел, цифры в которых могут повторяться.

Сформулируем второй комбинаторный принцип сразу в общем виде.
Принцип суммы (Пр∑). Если элемент 
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из множества Х1 может быть выбран m1 способами, элемент 
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из множества Х2 может быть выбран m2 способами, элемент 
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из множества Х3 может быть выбран m3 способами,…, элемент 
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из множества Хk может быть выбран mk способами, причем любой выбор какого-то элемента не зависит от выбора остальных, то элемент 
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Таким образом, если происходит выбор одного элемента из нескольких, то для подсчета числа выборов этого элемента можно использовать принцип суммы.

Задача 3. Сколько не более чем трехзначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, если цифры в числе не повторяются.

Решение. 1) Так как составляются не более чем трехзначные числа, то это могут быть или однозначные или двузначные или трехзначные числа. 

2) Из цифр данного множества можно составить 5 однозначных чисел.  

3) Посчитаем, сколько двузначных чисел можно составить из данных цифр: на первое место двузначного числа можно поставит 5 цифр, после этого на второе место можно поставить 6 цифр, таким образом, по принципу произведения имеем 
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4) Число трехзначных цифр, цифры в которых не повторяются, мы уже посчитали в задаче 2: их 300.

5) Так как мы составляем или однозначные или двузначные или трехзначные числа, то по принципу суммы может быть составлено 5 + 30 + 300 = 335 таких чисел.


Ответ: может быть составлено 335 не более чем трехзначных чисел.
Тема 3. Основные комбинаторные соединения

Прежде чем перейти непосредственно к определению комбинаторных соединений, актуализировать понятия: n- множества; выборки; длины выборки; характера выборки.


Рассмотрим три основных вида комбинаторных соединений: размещения, перестановки и сочетания.


Определение 1. Размещением с повторениями из m элементов n- множества называется упорядоченная выборка с повторениями длины m из элементов данного множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) с повторениями, то выборка является размещением с повторениями.  
Определение 2. Размещением без повторений из m элементов n- множества называется упорядоченная выборка без повторений длины m из элементов данного множества.

Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) без повторений, то выборка является размещением без повторений.
Определение 3. Перестановкой без повторений из n элементов данного n- множества называется упорядоченная выборка без повторений длины n из элементов данного множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) без повторений, и выбирают все элементы n- множества, то выборка является перестановкой без повторений.
Прежде чем сформулировать определение следующего комбинаторного соединения рассмотрим понятие состава выборки. 

Пусть составлена упорядоченная выборка длины m из элементов множества 
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 называется составом выборки длины m. 
Например, слово мама имеет состав (2, 2) (буква м входит в слово 2 раза, а – 2 раза); слово барабан имеет состав (2, 3, 1, 1). 


Определение 4. Перестановкой с повторениями данного состава 
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называется упорядоченная выборка с повторениями из 
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 элементов данного множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) упорядоченная; 2) с повторениями данного состава 
[image: image35.wmf])
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, то выборка является перестановкой из m элементов с повторениями.

Определение 5. Сочетанием без повторений из m элементов данного n- множества называется любое подмножество из m элементов данного n- множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) неупорядоченная; 2) без повторений, то выборка является сочетанием без повторений.

Определение 6. Сочетанием с повторениями называется неупорядоченная выборка с повторениями из m элементов данного n- множества.


Таким образом, если характер выборки: 1) неупорядоченная; 2) с повторениями, то выборка является сочетанием с повторениями.
Далее учащиеся совместно с учителем разбирают примеры и решают задачи на распознавание комбинаторных соединений (примеры могут быть взяты из условий задач, помещенных в следующей теме. Важно, попросить учащихся привести собственные примеры различных комбинаторных соединений.

Тема 4. Классификация основных комбинаторных соединений по характеру выборки

Актуализировать определения основных комбинаторных соединений, обратить внимание учащихся, что основой для классификации является характер выборки. Обозначить проблему подсчета числа всевозможных комбинаторных соединений.  

В комбинаторной задаче, как мы уже говорили, необходимо посчитать,  скольким числом способов можно выбрать совокупность элементов, иными словами, сколько можно составить выборок фиксированной длины и характера из элементов данного множества. Существуют формулы для подсчета числа основных комбинаторных соединений, которые можно вывести, опираясь на основные комбинаторные принципы. Мы приводим эти формулы без доказательства.
1. Число размещений с повторениями из m элементов данного n- множества обозначается 
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2. Число размещений без повторений из m элементов данного n- множества обозначается  
[image: image39.wmf]m

n

A

, и вычисляется по формуле:    
                         
[image: image40.wmf]m

n

A

= 
[image: image41.wmf])!

(

!

m

n

n

-

  ………………………………(2)
Замечание. Символ 
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 читается как n – факториал и означает произведение первых n натуральных чисел: 
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3. Число перестановок без повторений из n элементов обозначается  
[image: image44.wmf]n
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4. Число перестановок данного состава 
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 (или перестановок с повторениями) из m элементов обозначается  
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5. Число сочетаний без повторений из m элементов данного n- множества обозначается  
[image: image49.wmf]m
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6. Число сочетаний с повторениями из m элементов данного n- множества обозначается  
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Совместно с учащимися составляется схема
КОМБИНАТОРНЫЕ ПРИНЦИПЫ

	ПРИНЦИП СУММЫ
	ПРИНЦИП ПРОИЗВЕДЕНИЯ

	   Если элемент х из множества Х можно выбрать m способами, элемент у из множества Y можно выбрать n способами, причем любой способ выбора у не зависит от любого способа выбора х, то выборку "х или у" можно осуществить (m + n) способами.
	      Если элемент х из множества Х можно выбрать m способами, и после каждой такой выборки элемент у из множества Y можно выбрать n способами, то выборку "х и у" можно осуществить (m·n) способами.


КОМБИНАТОРНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ

	Х       А       Р       А       К       Т       Е       Р                         В       Ы       Б       О       Р       К       И

	· с повторениями

·  упорядоченная

·  m - любое
	· без повторений

· упорядоченная

· m < n

	· без  повторений

· упорядоченная

· m = n

	· без повторений

· неупорядоченная

· m ( n
	· с повторениями

· упорядоченная

m=m1+m2+…+mk
	· c повторениями

· неупорядоченная



	Размещения с повторениями
	Размещения без повторений 
	Перестановки без повторений
	Сочетания без повторений
	Перестановки с повторениями данного состава
	Сочетания с повторениями
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Тема 5. Классификация комбинаторных задач. Решение простых комбинаторных задач
Актуализировать составленную на предыдущем уроке схему, и используя её составить алгоритм решения простой комбинаторной задачи. 

1) Определить множество, из которого производится выборка и число элементов n в этом множестве.

2) Определить выборку и число элементов m в выборке.

3) Определить характер выборки.

4) По характеру выборки определить, с каким комбинаторным соединением мы имеем дело, и выбрать формулу для вычисления.
5) По выбранной формуле произвести вычисления.

Задача 1. Секретный замок сейфа состоит из 5 дисков, на каждом из которых написано по 12 букв. Сейф открывается, если на каждом из дисков выбрана определенная буква. Сколько неудачных попыток может быть сделано человеком, не знающим кода и подбирающим его наудачу?


Решение. 1) Человек должен выбирать из 12 букв, т.е. множество из которого производится выборка, состоит из  n = 12 элементов.

2) Так как на каждом диске нужно выбрать по одной букве, а дисков всего 5, то мы должны осуществить выборку длины m = 5.

3) Определим характер выборки. Так как на каждом из дисков выбирается определенная буква, то при таком выборе появляется некоторое слово, и если хотя бы две буквы этого слова переставить местами, мы получим другое слово, т.е. другую выборку, поэтому в данном случае мы имеем дело с упорядоченной выборкой. Так как  в условии ничего не говориться о том, что буквы должны быть различными, то имеем выборку с повторениями.

4) По характеру выборки делаем вывод что, каждое набранное слово является размещением с повторениями. По формуле (1) вычислим число таких слов: 
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5) Значит, неудачных попыток может быть 248832 – 1 =248831.

Ответ. 248831.


Задача 2.  Сколько различных четырехбуквенных слов можно составить из букв слова  ученик, написанных на отдельных карточках?


Решение. 1) Множество из которого производится выборка – множество букв слова ученик, в котором n = 6 букв.

2) Составляют четырехбуквенные слова, поэтому каждое такое слово есть выборка длиной m = 4.

3) Определим характер выборки: 1) так как составляем слова, в которых порядок букв существенен, то выборка является упорядоченной; 2) так как все буквы данного слова различные, то выборка происходит без повторений.

3) По характеру выборки делаем вывод что, каждое составленное слово является размещением без повторений. По формуле (2) найдем число размещений без повторений из 6 элементов по 4: 
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Ответ: из букв слова ученик можно составить 360 четырехбуквенных слов.


Задача 3. Сколькими способами очередей можно составить из10 человек.


Решение. 1) Множество из которого выбирают, состоит из n = 10 элементов;

2)Выбирают все 10 человек, поэтому длина выборки m = 10, т.е. m = n. 

3) Определим характер выборки: выбираем упорядоченно и без повторений.

4) По характеру выборки делаем вывод, что каждая составленная очередь это перестановка без повторений. По формуле (3) вычислим число перестановок без повторений из n элементов:  
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Ответ: можно составить 3628800 очередей.


Используя формулу (3) можно вычислить, сколько четырехзначных цифр можно составить из цифр 1,2,3,4: 
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Задача 4. Сколько чисел можно составить из цифр числа 55121213?


Решение. 1) Из цифр данного числа составляем составлять выборку длины m=8;

2) Так как составляем числа, то выборка упорядоченная. В данном числе есть одинаковые цифры, поэтому выборка будет с повторениями, но не произвольными: цифра 5 повторяется 2 раза, цифра 1 повторяется 3 раза, цифра 2 – 2 раза, цифра 3 – 1 раз, т.е. выборка будет иметь состав (2, 3, 2. 1). Таким образом, каждое составленное число есть размещение длины 8 с повторениями данного состава. Используя формулу (4), получим: 
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Ответ: можно составить 1680 чисел.


Задача 5.  Сколько различных хорд можно провести через 6 точек, лежащих на данной окружности?  


Решение. 1) Будем выбирать из множества, состоящего из n = 6 элементов.

2) Хорда определяется двумя точками, поэтому будем из 6 элементов составлять выборку длиной m = 2.

3) Определим характер выборки: порядок выбора точек для построения каждой хорды не имеет значения, поэтому имеем неупорядоченную выборку; так как одну и туже точку в выборку из двух точек брать нельзя (т.к. через одну прямую проходит множество прямых), то выборка  –  без повторений. Таким образом, имеем сочетание без повторений.

4) По формуле (5) находим: 
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Ответ: через 6 точек, лежащих на окружности можно провести 15 хорд.


Задача 6. В кондитерском магазине продаются пирожные 4 сортов: наполеоны, песочные, эклеры и слоёные. Сколькими способами можно купить 7 пирожных?


Решение. 1) Множество из которого будем выбирать – это множество пирожных 4 видов, т.е. число элементов в множестве из которого выбираем n = 4.

2) Так как надо купить 7 пирожных , то длина выборки m = 7.

3) Определим характер выборки: при покупке пирожных неважно, в каком порядке мы их будем выбирать, т.е. выборка неупорядоченная; так как мы составляем всевозможные наборы пирожных, то среди таких наборов будут и наборы, где есть одинаковые пирожные, поэтому выборка с повторениями.

4) По характеру выборки определяем комбинаторное соединение, в данном случае это сочетания с повторениями. По формуле (6) вычисляем искомое число:
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Ответ: существует 120 способов, которыми можно купить 7 пирожных.

Тема 6. Решение сложных комбинаторных задач
Учитель формулирует задачу, которую, используя предыдущий алгоритм, решить затруднительно. Совместно с учащимися составляют алгоритм решения этой и подобной ей задач (сложных комбинаторных задач)

Есть задачи, для которых алгоритм решения, который мы ранее составили, не подходит. Например:


Задача 1.  На прямой взято 5 точек, а на параллельной ей прямой взято 3 точки. Сколько существует различных треугольников, вершинами которых являются эти точки?


Прежде чем переходить к решению этой задачи попробуем составить алгоритм решения задач такого типа. Первое, что надо заметить это то, что выбирать нам придется из двух множеств: из множества точек первой прямой и из множества точек второй прямой. Таким образом, эту задачу можно разбить на более простые задачи, в каждой из которых выбор происходит из одного множества, причем каждую такую задачу можно решить по приведённому выше алгоритму. После решения этих задач мы будем знать, сколькими способами можно выбрать элемент из каждого множества. Далее, чтобы ответить на первоначальный вопрос задачи, нужно определить по какому принципу выбираются элементы этих множеств: сначала элемент из первого множества, и после каждого такого выбора элемент из второго множества, причем нужно выбрать оба элемента или нужно выбрать из двух элементов только один, т.е. нужно определить какой комбинаторный принцип (ПрΣ или ПрП) нужно применить, для ответа на вопрос задачи. 


Замечание. Если в комбинаторной задаче дано одно множество, из которого происходит выбор, на выборку, кроме характера не накладываются дополнительные условия, то такую задачу будем называть простой комбинаторной задачей и решать по приведенному выше алгоритму. Если же в задаче определяется несколько множеств, или на выборку, кроме характера накладываются дополнительные условия, то такую задачу будем называть сложной комбинаторной задачей и решать по следующему алгоритму.


Алгоритм решения сложной комбинаторной задачи.
1. По условию задачи определить сложную или простую задачу мы имеем.

2. Разбить сложную комбинаторную задачу на несколько простых задач.

3. Решить каждую простую задачу по приведенному выше алгоритму.

4. Определить какой комбинаторный принцип нужно применить в этой задаче: 

· если выбираем несколько элементов по принципу «сначала… потом…», то необходимо применить ПрП;

· если выбираем один элемент из нескольких по принципу или первый или второй или …, то применяем ПрΣ.

5. В соответствии с выбранным принципом проводим вычисления.

Теперь вернемся к решению задачи 1.

Решение (задача 1). 1) Так как в задаче дано два множества: первое – множество точек, лежащих на  первой прямой, второе – множество точек, лежащих на второй прямой, то мы имеем дело со сложной комбинаторной задачей.

2) Разобьем эту задачу на две простых. Для того чтобы составить треугольник необходимо взять три точки. На одной прямой все три точки взять нельзя, т.к. треугольника не получится, хотя бы одно точка должна лежать на другой прямой. Таким образом нужно решить две задачи:

1. Сколькими способами можно выбрать две точки из 5, лежащих на первой прямой и сколькими способами можно выбрать одну точку из 3, лежащих на второй прямой?


2. Сколькими способами можно выбрать одну точку из 5, лежащих на первой прямой и сколькими способами можно выбрать две точки из 3, лежащих на второй прямой?

3) Решим каждую сформулированную задачу:


1. 1)Так как в задаче опять речь идет о выборе из двух множеств, то это задача сложная. Разобьем её на две задачи и решим каждую из них:

1.1. Сколькими способами можно выбрать две точки из 5, лежащих на прямой?


1.2. Сколькими способами можно выбрать одну точку из 3, лежащих на прямой?

Каждая из этих задач является простой комбинаторной задачей, решим их по алгоритму.

1.1.     1) Число элементов в множестве, из которого выбираем n = 5.

           2) Число элементов в выборке m = 2.

           3) Характер выборки: 1) неупорядоченная (т.к. для составления треугольника неважно в каком порядке будут выбраны точки), 2) без повторений (т.к. одну и туже точку два раза выбирать нельзя)

                      4) Каждая пара точек является сочетанием без повторений.

                      5) 
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1.2.      Так как из множества 3 точек выбираем одну, то это можно сделать 3 способами.


    2) Определим принцип, который используется в задаче 1. Так как мы выбираем точки по принципу сначала 2, а потом ещё одну, то для решения этой задачи применим принцип произведения, т.е. перемножим результаты, полученные в задачах 1.1. и 1.2. Получим: 10*3=30.


2. Задачу 2 решим аналогичным образом, в результате получим: 3*5=15.

4) Теперь определим принцип, который нужно применить в первоначальной задаче. Так как вершины треугольников можно выбрать или способом, описанным в задаче 1, или способом, описанным в задача 2, то для того, чтобы посчитать число способов таких выборов воспользуемся принципом суммы. Применяя ПрΣ, получим: 

               30 + 15 = 45.

Ответ: существует 45 различных треугольников.


Задачи к темам 4, 5.
1. Сколькими способами можно разместить 5 человек за столом, на котором поставлено 5 приборов? (перестановка без посторенний)
2. Некто забыл последние 4 цифры телефонного номера, помнит только, что все цифры разные и среди них есть 9. Какое максимальное число номеров ему придется набрать, если он попытается дозвониться до абонента? (размещения без повторений)
3. В цветочном магазине продаются цветы 6 сортов. Сколько можно составить различных букетов из 7 цветов в каждом? (сочетания без повторений)
4. Имеется 25 российских и 15 зарубежных марок. Сколькими способами можно выбрать 3 российские и 2 зарубежные марки? (сложная задача)
5. Сколько различных слов можно составить из букв слова колокол? (перестановки данного состава)
6. Сколько различных автомобильных номеров можно составить из 28 букв и 10 цифр, если каждый номер состоит из 3 букв и 3 цифр? (сложная задача, принцип произведения, размещения с повторениями)
7.  Из группы, состоящей из 7 юношей и 4 девушек надо выбрать 6 человек так, так, чтобы среди них было не менее 2 девушек. Сколькими способами это может быть сделано? (сложная задача, ПрΣ, ПрП, сочетания без повторений)
8. У Ивана 7 книг по математике, а у Дмитрия – 9 книг. Сколькими способами они могут обменять 3 книги одного на три книги другого? (сложная)
9. Сколько словарей надо издать, чтобы можно было непосредственно выполнять переводы с любого из 5 языков: русского, английского, французского, немецкого и итальянского, на любой другой из этих 5 языков? (размещения без повторений)
10. Сколькими способами могут выпасть три игральные кости? Во скольких случаях хотя бы одна кость откроется на 6 очках? Во скольких случаях ровно одна кость откроется на 6 очках? Во скольких случаях одна кость откроется на 6 очках, а одна – на 3 очках?

11. Сколько четырёхзначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, если цифры могут повторяться, но числа должны быть нечетными. (сложная, ПрП).
12. Сколько различных слов можно составить из букв слова перешеек? (перестановки с повторениями)

13. На один ряд из семи мест случайным образом рассаживаются 4 мальчика и 3 девочки. Сколькими способами они могут это сделать?  Сколькими способами они могут это сделать так, чтобы все девочки сидели рядом? (сложная).
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